Chapitre 14. Produit scalaire, groupe orthogonal

Proposition 0.1. Soit K un corps de caractéristique différent de 2
1 n
SiX=|:|Y=|"@ |eK'etA=(a;)1<ij<nalors

XTAY = Z al-]-xiyj

1<ijj<n

T
€; Ae] = al-]-

En particulier, si pour tout X,Y € K", XTAY = XTBY alors A = B

1 Forme bilinéaire symétrique

1.1 Généralités

Définition 1.1. Soit E un K-ev et ¢ : E x E — K une fbs ( forme bilinéaire symétrique )
La forme quadratique associée a ¢ est

E—- K
lx]Z
x = q(x) = ¢(x,x)

@ est la forme polaire de g

Proposition 1.2 ( Identité de polarisation ). Avec ces notations

Pl y) = 5 (ax+) —a(x) ~q(y)
= 3 (g(0) + qly) —q(x 1)
= (gl ) — g )

A une forme quadratique ne correspond qu’une unique forme polaire.

1.2 Expression matricielle

Définition 1.3. Soit E un K-ev de dimension finie, B = (eq, ..., e5) unebase de Eet ¢ : E x E — K fbs et g sa
forme quadratique.
On pose Mat(g) = Mat(g) = (g(ei,e)1ijn € Sn(K)

Proposition 1.4. Avec ces notations, si x,y € E de colonnes X et Y dans la base Bet A = l\%at((p) ona

p(x,y) = XTAY = YTAX

Définition 1.5. Soit A € S,(K) = {M € M,(K) | MT = M}
@a:(X,Y) e Kx K~ XTAY est une fbs sur K" appelée fbs canoniquement associée a A



Proposition 1.6. Soit E K-ev, ¢ une fbs sur E de dim. finie.
Soit B, C deux bases et A = l\/gat((p), B= N{Zat((p), P =Mat(B,C)

Alors

Définition 1.7. Soit A, B € 5,,(K)
On dit que A et B sont congruentes s'il existe P € GL,(K) avec B = PT AP

Définition 1.8. Soit ¢ une fbs sur E de dim. finie.
Le rang de ¢ ( ou de g sa forme quadratique ) estrgp = rg Aot A = N}gat((p) avec B une base de E

1.3 Orthogonalité selon un fbs

Définition 1.9. Soit ¢ une fbs sur E K-ev
x,y € E sont dits orthogonaux pour ¢ si ¢(x,y) = 0. On écritx L youx L%y
On dit que x € E estisotrope si x L xie. ¢(x,x) =0
SiAcE
At = ANP) —(xcE|Vae A, ¢(x,a) = 0}

Le noyau de ¢ est
EL:{erWyeE, ¢(x,y) =0}

On dit que ¢ est non dégénérée si E+ = {0}

Proposition 1.10. Soit ¢ une fbs sur E de dim. finie et A = h%at((p) avec B une base de E
Alors

’cp non dégénérée <= A inversible ‘

Proposition 1.11. Soit E un K-ev de dim. finie et ¢ une fbs sur E non dégénérée.

Alors
E — E* E—-K
H: avec ¢@(x,-):

X 9(x,) y =9l y)
est un isomorphisme : Vl € E*, 3lx € E, Yy : I(y) = ¢(x,y)

1.4 Bases orthogonales

Définition 1.12. Soit ¢ une fbs sur E de dim. finie.
(e1,..., n) = B base de E est dite orthogonale si Vi # j, ¢(e;, e]-) =0
B est une base orthogonale < h/gat((p) € Dy (K)

Dans ces conditions rg(¢) est le nombre de coefficients différents de 0 sur la diagonale.

Théoréme 1.13. Soit ¢ une fbs sur E de dimension finie.

Alors ¢ posséde une base orthogonale.

Lemme 1.14. Si x € E est non isotrope, alors E = Kx @ (Kx)*



Corollaire 1.15.

1. Soit E un K-ev de dim. finie 11, ¢ une fbs sur E
Il existe une base (e, ..., e;) orthogonale de E telle que

n n
e(x,y) = Mix1y1 + .. + Axpyr ol X = Z xie, Yy = Z yiei
i=1 i=1

g(x) = Ax? + o+ Apx?

avec Ay, .., A, e K*etr =rg ¢
. Si A € 5,(K) alors il existe P € GL,(K) tel que

N

M
A2 (0)

P~lAP = Ar e Dy(K)

avecAje K*etr =1g A

2 Formes positives, produit scalaire

2.1 Matrices positives
Ici E est R-ev

Définition 2.1. Soit A € S,(IR)
On dit que A est positive si ¢4 est une fbs positive : Vx € R, XTAX >0

On note
ST (R) = {A e S,(R) | A positive }

On dit que A est définie positive si ¢4 est un produit scalaire : ¥X € R"\{0}, XTAX > 0
On note
STT(R) = {A € S,(R) | A définie positive }

2.2 Exemples d’espaces préhilbertiens réels
2.2.1 Espaces préhilbertiens fonctionnels
E = C([a,b], R) muni de

b

S9-| fs
a

2.2.2 Espace de Legendre
E =C([-1,1],R) muni de
1
fr8)= L f8



2.2.3 Espace d’Hermite

E-= {f :R — R | f continue et x — f(x)ze_’“2 intégrable } muni de

(f,g) = fRﬂx)g(x)e—xZ dx

E contient en particulier les fonctions polynomiales.

Lemme 2.2. Si f,g € L?(I,K) alors fg e L'(I,K)

2.2.4 Espace de Laguerre

E={f:R;y - R| f continue et x — f(x)%¢~* intégrable sur R } muni de
G- | fgteTax
Ry

2.3 Théoreme de représentation des formes linéaires

Corollaire 2.3. Soit E un espace euclidien.
Tout | € E* s’écrit de maniére unique

l x—{ex)
|ESR
avecee E

2.4 Orthogonalité dans les espaces préhilbertiens

Proposition 2.4 ( Pythagore ). Soit x,y € E
Alors
x Ly = eyl ==l + lyl?
Proposition 2.5.
1. AcBcC — Bl c Al
2. Ac At
3. Si F = Vect A alors A+ = Ft

Proposition 2.6. Si (E;);c; famille de sev de E2 a2 1 alors )’ E; est directe, on la note
i€l

L
DEi
i€l
Théoréme 2.7. Soit E un espace préhilbertien et F un sev de dimension finie.
Alors :
1. FOFt =E
2. FHL=F

On définit la projection orthogonale sur F par pr = pp p1
Si (eq, ..., ep) est une BON de F alors

P
pr(x) = Y e, e
i-1




Proposition 2.8. Si E est préhilbertien, F sev de dim. finie, on peut considérer :
PF = Pp L = projection orthogonale sur F
SF =Sppl :X = Xp+ XpL = Xp — XpL = symétrie orthogonale par rapport a F

SE =2pp— Id

Proposition 2.9. Soit E un espace euclidien et (ey, ..., e,) un systeme orthonormé ( SON ).

On peut compléter (ey, ..., ep) en une BON (eq, ..., e;) de E

Théoréeme 2.10 ( Orthonormalisation au sens de Gram-Schmidt ).
Soit N = [1,n] ou IN* et (4;);en un systeme libre de E, espace préhilbertien réel.
Alors il existe un unique systeéme (e;);en tel que :

1. (e;)ien est un systéme orthonormé.

2. Vk e N, Vect(ey, ..., ;) = Vect(ay, ..., ag)

3. Vke N,{e,a,) >0

(ei)ien est appelé orthonormalisé au sens de Gram-Schmidt des 4;

2.5 Distance a un sous-espace de dimension finie

Théoreme 2.11 ( Inégalité de Bessel ). Soit E un espace préhilbertien réel et F un sev de dimension finie de E
Soit (eq, ..., ep) une BON de F, p = dim Fest x € F
Alors d(x, F) est atteinte en un unique point, le projeté orthogonal de x sur F, pr(x)
De plus
PE(x) = e1, x)er + ... +{ep, X)ep

P
d(x,F) = | [Ix][2 = Y dei, )2

i=1

Et en particulier

p
D e < x|
i=1

2.6 Adaptation aux espaces préhilbertiens complexes

Définition 2.12. Un produit scalaire hermitien sur E un C-ev est :
1. linéaire a droite : Vx, y — (x, y) linéaire.
2. semi-linéaire & gauche : Vy, (x + Ax’, y) = (x, y) + A, y) et {x, y) = {y, x)
3. Vx #0,{x,x)>0

Définition 2.13. M € M;,(C) est dite hermitienne si M* = M, ce qui signifie Yk, : My; = M

Proposition 2.14. On garde les résultats suivants :
1. Existence du BON dans E hermitien.
2. F sev de dim. finie de E préhilbertien complexe :
* FOF- =EetF- =F
e pp(x) = >, {ex, x)ex si (eq, ..., en) BON de F

n
* llpr()]? = 2z e ) < [|x[1?
3. ON au sens de GS toujours valable.

4. (Ax, Ax) = AAx, x) = |A[Xx, x)



3 Isométries vectorielles et matrices orthogonales

3.1 Isométries vectorielles d'un espace euclidien

Définition 3.1. Soit E un espace euclidien et u € L(E)

On dit que u est un isomorphisme orthogonal ou encore isométrie vectorielle si u conserve le produit scalaire :

Vy,ye B (u(x)u(y)) =(xy)

(ie. u conserve la norme )
()]l = ]l

On note O(E) I'ensemble des isométries vectorielles de E

Proposition 3.2. O(E) < GL(E)
C’est un sous-groupe de GL(E) appelé groupe orthogonal de E

Proposition 3.3.

’ueO(E) = Spuc {—1,1}‘

De plus

’ker(u —Id) L ker(u+ Id) ‘

Proposition 3.4. Soit E euclidien, u € O(E)

Si F est un sev stable par u alors F- est stable par u

Proposition 3.5. Soit E un espace euclidien, (e, ..., €;) une BON et u € L(E)
Alors

(ueO(E) < (u(e),.., ues)) BON |

3.2 Matrices orthogonales

Définition 3.6. Soit A € M, (R)
ON dit que A est orthogonale si les colonnes de A forment une BON de R" pour le produit scalaire canonique.
On note O(n) I'ensemble des matrices orthogonales de M, (R)

Proposition 3.7. Si A € M,(R)

AeOn) — ATA=1,
— AAT =1,
< les lignes de A forment une BON de R"
«— AeGLy(R)et A7t = AT

O(n) est un sous-groupe de GL,(R) appelé groupe orthogonal d’ordre n

Proposition 3.8. Soit u € L(E), E espace euclidien, B une BON de E et A = l\%at(u)
Alors

’ueO(E) = AeO(n)‘

Proposition 3.9. Si B BON de E et P = Mat(3, B’) alors

(PeO(n) — B'BON |




Proposition 3.10. Si A € O(n), ugy € O(R") alors

SpA=Spuac{-1,1}|

et

| ker(A —I,) L ker(A + 1)

3.3 Groupe spécial orthogonal
Proposition 3.11. Si E euclidien, u € O(E) alors det(u) = +1

Définition 3.12. Soit E euclidien et n € IN*
On note SO(n) = SL,(R) n O(n) = {A € O(n) | det A = 1} le groupe spécial orthogonal d’ordre n
SO(E) = SL,(E) n O(E) est le groupe orthogonal de E

Définition 3.13. Sin € SO(E) on dit que n est une rotation de E
Si A € SO(n) on dit que A est une matrice orthogonale positive.
Siu e O(E)\SO(E), u est une "antirotation".

Définition 3.14. Soit E R-ev de dim. finie.
Choisir une orientation de E c’est décréter une base B directe.
Si B est une autre base, B directe <= detMat(By, B) > 0

Définition 3.15. Soit E un espace euclidien orienté et B une base orthonormé directe, n = dim E
On appelle produit mixte de (x1, ..., x,) € E" le déterminant [x1, ..., x| = dgt(xl, veer Xp)

Il est indépendant de la base B orthonormée directe.

3.4 Groupe orthogonal d'un plan euclidien orienté
Ry = <cos f —sin 6)
sinf  cos®

(R,+) — (50(2), x)

0 — Rg
f est un morphisme surjectif de groupes de noyau ker f = 2712
En particulier SO(2) ~ R/2nZ

Définition 3.16. Si 0 € R on va noter

Si 9, 9/ € ]R, RQR@/ = R9+9/ = RelRQ

Théoreme 3.17. Soit f :

I

Définition 3.18. Soit (7, j) une BON directe de P et f € R

On rappelle rotation d’angle 6 de P 'endomorphisme ry € L(P) tel que Mg}t re = Ry
(i)

rg est indépendant de la base orthonormée directe choisie.

Proposition 3.19. Soit P un plan euclidien orienté et u € SO(P)

Alors il existe 0 € R tel que u = 1y

En particulier SO(P) est un groupe abélien et SO(P) ~ SO(2) ~ R/2nZ

Proposition 3.20. Soit P un plan euclidien, u € O(P)\SO(P) ( "antirotation" ).
Alors u est une réflexion ie. une symétrie orthogonale par rapport a une droite A : u = sp

Proposition 3.21.

’ O(P) = { rotation d’angle § € R, symétrie orthogonale sy} ‘




4 Réduction des matrices orthogonales

4.1 Cas général

Théoreme 4.1. Soit E un espace euclidien et u € O(E)

0 —sinf
SideR, Ry = (@S s ) alors il existe une base orthonormée de E telle que
sinf  cos
Re,
Rgp
-1
I\/gat(u) = .. avec 0; # 0[]
-1
1
1
Corollaire 4.2. Soit A € O(n)
Il existe P € O(n) telle que
Re,
Ry,
-1
P~'AP = PTAP = . avec 6; # 0[]
-1
1
1
Proposition 4.3. Les réflexion engendrent O(E)
4.2 Rotation en dimension 3
Théoreme 4.4. Soit M € SO(3)
M est orthogonalement semblable a une matrice
cosf® —sinf 0
Ag=|sin® cosf® 0] avecfelR

0 0 1

JPeO(n) P~'MP =PTMP = Ay




Définition 4.5. Soit E un espace euclidien de dim. 3

Soit k un vecteur unitaire, A = IRE, p = k' orienté par (7, j) base de P avec ?n]_",E directe orthonormée.
La rotation d’axe A orienté par k et d’angle 6 est I'endomorphisme r, ; tel que

cosf —sinf 0
Mat(r,z) = Ag = | sinf cosf 0

@ik 0 0 1

Théoréme 4.6. Soit u € SO(E), E euclidien orienté de dimension 3.

Il existe 6 € R et k unitaire tel que

5 Exercices classiques

5.1 Projecteur p tel que ||p|| =1

Soit E un espace euclidien, p un projecteur. On suppose que Vx € E, ||p(x)| < |||

Montrer que p est un projecteur orthogonal.

5.2 Décomposition QR

Soit A € GL,(R)

Montrer que il existe un unique couple (Q, R) avec:
A=0R
QeO(n)

R est une matrice triangulaire a coefficients diagonaux > 0

5.3 Décomposition de Cholevski - Inégalité d’"Hadamard

1. Soit A e SFH(R)

Montrer qu'il existe une unique B € M, (RR) triangulaire supérieure a coefficients diagonaux > 0 tel que

A = BTB (Cholevski)
2. Montrer quesi A € S " (R), A = (a;j)1<i,j<n alors
0 < det A < aqqa...a,, (Hadamard )

5.4 Matrices de Gram - Inégalité d’'Hadamard

Soit E un espace préhilbertien, x1, ..., x, € E
La matrice de Gram de x1, ..., xn est A = ({x;, Xj))1<ij<n = G(X1, -, Xn) € Sn(R)
1. Monter que A € S;f (R) et méme (x1, ..., x,) libre = A € S;f T (R)

Soit F = Vect(xy, ..., xn), (e1, ..., e;) une base orthonormée de Fet P = Mat (xq,..., X)

2. Montrer que A = G(x1, ..., x,) = PTP et en déduire que rg A = rg(x1, ..., X,

On suppose que (X1, ..., X) libre (r = n) et (e1,..., e,) = By est 'ON au sens de Gram-Schmidt de

(X1, s Xn1)

3. Montrer que | detg (X1, ..., Xn)| = y/det G(x1, ..., Xu)

4. Montrer que det(G(x1, ..., X)) < ||x1]|?...||xn||? et préciser le cas d’égalité.
5. Soit M € My(R) M = (Cy | ... | Cy)

Montrer que |det M| < ||Cq1]| % ... x ||Cy|| ( norme euclidienne canonique ) et le cas d’égalité quand M

est inversible.



6. Soit x € E. Montrer que d(x, F)? = W

5.5 Racines de polynémes orthogonaux

b
Soit y : [a,b] — R* aveca < b. Sur R[X] on pose (P, Q) = { PQ
I3 + P I
a

1. Monter qu'il existe une unique suite (Py),>0 de R[X] orthonormés telle que deg P, = n
Que dire de la suite (Q,,) avecdeg Q, = netlesQ,2a2 1?

2. Monter que les P, sont scindés a racines simples toutes dans |a, b[

3. Il existe (ay,), (by), (cy) trois suites réelles avec Vn = 0 : XP, 1 = ayPyio + byPyiq1 + cnPy
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