
Chapitre 14. Produit scalaire, groupe orthogonal

Proposition 0.1. Soit K un corps de caractéristique différent de 2

Si X “

¨

˚

˚

˝

x1
...

xn

˛

‹

‹

‚

, Y “

¨

˚

˚

˝

y1
...

yn

˛

‹

‹

‚

P Kn et A “ paijq1ďi,jďn alors

XT AY “
ÿ

1ďi,jďn

aijxiyj

eT
i Aej “ aij

En particulier, si pour tout X, Y P Kn, XT AY “ XT BY alors A “ B

1 Forme bilinéaire symétrique

1.1 Généralités

Définition 1.1. Soit E un K-ev et φ : E ˆ E Ñ K une fbs ( forme bilinéaire symétrique )
La forme quadratique associée à φ est

q :

$

&

%

E Ñ K

x ÞÑ qpxq “ φpx, xq

φ est la forme polaire de q

Proposition 1.2 ( Identité de polarisation ). Avec ces notations

φpx, yq “
1
2

pqpx ` yq ´ qpxq ´ qpyqq

“
1
2

pqpxq ` qpyq ´ qpx ´ yqq

“
1
4

pqpx ` yq ´ qpx ´ yqq

À une forme quadratique ne correspond qu’une unique forme polaire.

1.2 Expression matricielle

Définition 1.3. Soit E un K-ev de dimension finie, B “ pe1, ..., enq une base de E et φ : E ˆ E Ñ K fbs et q sa
forme quadratique.
On pose Mat

B
pφq “ Mat

B
pqq “ pφpei, ejqq1ďi,jďn P SnpKq

Proposition 1.4. Avec ces notations, si x, y P E de colonnes X et Y dans la base B et A “ Mat
B

pφq on a

φpx, yq “ XT AY “ YT AX

Définition 1.5. Soit A P SnpKq “ tM P MnpKq | MT “ Mu

φA : pX, Yq P K ˆ K ÞÑ XT AY est une fbs sur Kn appelée fbs canoniquement associée à A
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Proposition 1.6. Soit E K-ev, φ une fbs sur E de dim. finie.
Soit B, C deux bases et A “ Mat

B
pφq, B “ Mat

C
pφq, P “ MatpB, Cq

Alors
B “ PT AP

Définition 1.7. Soit A, B P SnpKq

On dit que A et B sont congruentes s’il existe P P GLnpKq avec B “ PT AP

Définition 1.8. Soit φ une fbs sur E de dim. finie.
Le rang de φ ( ou de q sa forme quadratique ) est rg φ “ rg A où A “ Mat

B
pφq avec B une base de E

1.3 Orthogonalité selon un fbs

Définition 1.9. Soit φ une fbs sur E K-ev
x, y P E sont dits orthogonaux pour φ si φpx, yq “ 0. On écrit x K y ou x Kφ y
On dit que x P E est isotrope si x K x ie. φpx, xq “ 0
Si A Ă E

AK “ AKpφq “ tx P E | @a P A, φpx, aq “ 0u

Le noyau de φ est
EK “ tx P E | @y P E, φpx, yq “ 0u

On dit que φ est non dégénérée si EK “ t0u

Proposition 1.10. Soit φ une fbs sur E de dim. finie et A “ Mat
B

pφq avec B une base de E

Alors
φ non dégénérée ðñ A inversible

Proposition 1.11. Soit E un K-ev de dim. finie et φ une fbs sur E non dégénérée.
Alors

H :

$

&

%

E Ñ E˚

x ÞÑ φpx, ¨q
avec φpx, ¨q :

$

&

%

E Ñ K

y ÞÑ φpx, yq

est un isomorphisme : @l P E˚, D!x P E, @y : lpyq “ φpx, yq

1.4 Bases orthogonales

Définition 1.12. Soit φ une fbs sur E de dim. finie.
pe1, ..., enq “ B base de E est dite orthogonale si @i ‰ j, φpei, ejq “ 0
B est une base orthogonale ðñ Mat

B
pφq P DnpKq

Dans ces conditions rgpφq est le nombre de coefficients différents de 0 sur la diagonale.

Théorème 1.13. Soit φ une fbs sur E de dimension finie.
Alors φ possède une base orthogonale.

Lemme 1.14. Si x P E est non isotrope, alors E “ Kx ‘ pKxqK
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Corollaire 1.15.

1. Soit E un K-ev de dim. finie n, φ une fbs sur E
Il existe une base pe1, ..., enq orthogonale de E telle que

φpx, yq “ λ1x1y1 ` ... ` λrxryr où x “

n
ÿ

i“1

xiei, y “

n
ÿ

i“1

yiei

qpxq “ λ1x2
1 ` ... ` λrx2

r

avec λ1, ..., λr P K˚ et r “ rg φ

2. Si A P SnpKq alors il existe P P GLnpKq tel que

P´1 AP “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λ1

λ2 p0q

. . .

λr

0

p0q
. . .

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P DnpKq

avec λi P K˚ et r “ rg A

2 Formes positives, produit scalaire

2.1 Matrices positives

Ici E est R-ev

Définition 2.1. Soit A P SnpRq

On dit que A est positive si φA est une fbs positive : @x P Rn, XT AX ě 0
On note

S`
n pRq “ tA P SnpRq | A positive u

On dit que A est définie positive si φA est un produit scalaire : @X P Rnzt0u, XT AX ą 0
On note

S``
n pRq “ tA P SnpRq | A définie positive u

2.2 Exemples d’espaces préhilbertiens réels

2.2.1 Espaces préhilbertiens fonctionnels

E “ Cpra, bs, Rq muni de

x f , gy “

ż b

a
f g

2.2.2 Espace de Legendre

E “ Cpr´1, 1s, Rq muni de

x f , gy “

ż 1

´1
f g
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2.2.3 Espace d’Hermite

E “

!

f : R Ñ R | f continue et x ÞÑ f pxq2e´x2
intégrable

)

muni de

x f , gy “

ż

R

f pxqgpxqe´x2
dx

E contient en particulier les fonctions polynomiales.

Lemme 2.2. Si f , g P L2pI, Kq alors f g P L1pI, Kq

2.2.4 Espace de Laguerre

E “
␣

f : R` Ñ R | f continue et x ÞÑ f pxq2e´x intégrable sur R`

(

muni de

x f , gy “

ż

R`

f pxqgpxqe´x dx

2.3 Théorème de représentation des formes linéaires

Corollaire 2.3. Soit E un espace euclidien.
Tout l P E˚ s’écrit de manière unique

l :

$

&

%

x ÞÑ xe, xy

E Ñ R

avec e P E

2.4 Orthogonalité dans les espaces préhilbertiens

Proposition 2.4 ( Pythagore ). Soit x, y P E
Alors

x K y ðñ ∥x ` y∥2 “ ∥x∥2 ` ∥y∥2

Proposition 2.5.

1. A Ă B Ă C ùñ BK Ă AK

2. A Ă AKK

3. Si F “ Vect A alors AK “ FK

Proposition 2.6. Si pEiqiPI famille de sev de E 2 à 2 K alors
ř

iPI
Ei est directe, on la note

K
à

iPI
Ei

Théorème 2.7. Soit E un espace préhilbertien et F un sev de dimension finie.
Alors :

1. F ‘ FK “ E

2. FKK “ F

On définit la projection orthogonale sur F par pF “ pF,FK

Si pe1, ..., epq est une BON de F alors

pFpxq “

p
ÿ

i“1

xei, xyei
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Proposition 2.8. Si E est préhilbertien, F sev de dim. finie, on peut considérer :
pF “ pF,FK “ projection orthogonale sur F
sF “ sF,FK : x “ xF ` xFK ÞÑ xF ´ xFK “ symétrie orthogonale par rapport à F

sF “ 2pF ´ Id

Proposition 2.9. Soit E un espace euclidien et pe1, ..., epq un système orthonormé ( SON ).
On peut compléter pe1, ..., epq en une BON pe1, ..., enq de E

Théorème 2.10 ( Orthonormalisation au sens de Gram-Schmidt ).
Soit N “ J1, nK ou N˚ et paiqiPN un système libre de E, espace préhilbertien réel.
Alors il existe un unique système peiqiPN tel que :

1. peiqiPN est un système orthonormé.

2. @k P N, Vectpe1, ..., ekq “ Vectpa1, ..., akq

3. @k P N, xek, aky ą 0

peiqiPN est appelé orthonormalisé au sens de Gram-Schmidt des ai

2.5 Distance à un sous-espace de dimension finie

Théorème 2.11 ( Inégalité de Bessel ). Soit E un espace préhilbertien réel et F un sev de dimension finie de E
Soit pe1, ..., epq une BON de F, p “ dim F est x P F
Alors dpx, Fq est atteinte en un unique point, le projeté orthogonal de x sur F, pFpxq

De plus
pFpxq “ xe1, xye1 ` ... ` xep, xyep

dpx, Fq “

g

f

f

e∥x∥2 ´

p
ÿ

i“1

xei, xy2

Et en particulier
p
ÿ

i“1

xei, xy2 ď ∥x∥2

2.6 Adaptation aux espaces préhilbertiens complexes

Définition 2.12. Un produit scalaire hermitien sur E un C-ev est :

1. linéaire à droite : @x, y ÞÑ xx, yy linéaire.

2. semi-linéaire à gauche : @y, xx ` λx1, yy “ xx, yy ` λxx1, yy et xx, yy “ xy, xy

3. @x ‰ 0, xx, xy ą 0

Définition 2.13. M P MnpCq est dite hermitienne si M˚ “ M, ce qui signifie @k, l : Mk,l “ Ml,k

Proposition 2.14. On garde les résultats suivants :

1. Existence du BON dans E hermitien.

2. F sev de dim. finie de E préhilbertien complexe :
• F ‘ FK “ E et FKK “ F
• pFpxq “

n
ř

k“1
xek, xyek si pe1, ..., enq BON de F

• ∥pFpxq∥2 “
n
ř

k“1
|xek, xy|2 ď ∥x∥2

3. ON au sens de GS toujours valable.

4. xλx, λxy “ λλxx, xy “ |λ|2xx, xy
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3 Isométries vectorielles et matrices orthogonales

3.1 Isométries vectorielles d’un espace euclidien

Définition 3.1. Soit E un espace euclidien et u P LpEq

On dit que u est un isomorphisme orthogonal ou encore isométrie vectorielle si u conserve le produit scalaire :

@x, y P E xupxq, upyqy “ xx, yy

( ie. u conserve la norme )
∥upxq∥ “ ∥x∥

On note OpEq l’ensemble des isométries vectorielles de E

Proposition 3.2. OpEq Ă GLpEq

C’est un sous-groupe de GLpEq appelé groupe orthogonal de E

Proposition 3.3.
u P OpEq ùñ Sp u Ă t´1, 1u

De plus
kerpu ´ Id q K kerpu ` Idq

Proposition 3.4. Soit E euclidien, u P OpEq

Si F est un sev stable par u alors FK est stable par u

Proposition 3.5. Soit E un espace euclidien, pe1, ..., enq une BON et u P LpEq

Alors
u P OpEq ðñ pupe1q, ..., upenqq BON

3.2 Matrices orthogonales

Définition 3.6. Soit A P MnpRq

ON dit que A est orthogonale si les colonnes de A forment une BON de Rn pour le produit scalaire canonique.
On note Opnq l’ensemble des matrices orthogonales de MnpRq

Proposition 3.7. Si A P MnpRq

A P Opnq ðñ AT A “ In

ðñ AAT “ In

ðñ les lignes de A forment une BON de Rn

ðñ A P GLnpRq et A´1 “ AT

Opnq est un sous-groupe de GLnpRq appelé groupe orthogonal d’ordre n

Proposition 3.8. Soit u P LpEq, E espace euclidien, B une BON de E et A “ Mat
B

puq

Alors
u P OpEq ðñ A P Opnq

Proposition 3.9. Si B BON de E et P “ MatpB,B1q alors

P P Opnq ðñ B1 BON
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Proposition 3.10. Si A P Opnq, uA P OpRnq alors

Sp A “ Sp uA Ă t´1, 1u

et
kerpA ´ Inq K kerpA ` Inq

3.3 Groupe spécial orthogonal

Proposition 3.11. Si E euclidien, u P OpEq alors detpuq “ ˘1

Définition 3.12. Soit E euclidien et n P N˚

On note SOpnq “ SLnpRq X Opnq “ tA P Opnq | det A “ 1u le groupe spécial orthogonal d’ordre n
SOpEq “ SLnpEq X OpEq est le groupe orthogonal de E

Définition 3.13. Si n P SOpEq on dit que n est une rotation de E
Si A P SOpnq on dit que A est une matrice orthogonale positive.
Si u P OpEqzSOpEq, u est une "antirotation".

Définition 3.14. Soit E R-ev de dim. finie.
Choisir une orientation de E c’est décréter une base B0 directe.
Si B est une autre base, B directe ðñ det MatpB0,Bq ą 0

Définition 3.15. Soit E un espace euclidien orienté et B une base orthonormé directe, n “ dim E
On appelle produit mixte de px1, ..., xnq P En le déterminant rx1, ..., xns “ det

B
px1, ..., xnq

Il est indépendant de la base B orthonormée directe.

3.4 Groupe orthogonal d’un plan euclidien orienté

Définition 3.16. Si θ P R on va noter

Rθ “

˜

cos θ ´ sin θ

sin θ cos θ

¸

Si θ, θ1 P R, Rθ Rθ1 “ Rθ`θ1 “ Rθ1 Rθ

Théorème 3.17. Soit f :

$

&

%

pR, `q Ñ pSOp2q, ˆq

θ ÞÑ Rθ

f est un morphisme surjectif de groupes de noyau ker f “ 2πZ

En particulier SOp2q « R{2πZ

Définition 3.18. Soit p⃗i, j⃗q une BON directe de P et θ P R

On rappelle rotation d’angle θ de P l’endomorphisme rθ P LpPq tel que Mat
p⃗i,⃗jq

rθ “ Rθ

rθ est indépendant de la base orthonormée directe choisie.

Proposition 3.19. Soit P un plan euclidien orienté et u P SOpPq

Alors il existe θ P R tel que u “ rθ

En particulier SOpPq est un groupe abélien et SOpPq « SOp2q « R{2πZ

Proposition 3.20. Soit P un plan euclidien, u P OpPqzSOpPq ( "antirotation" ).
Alors u est une réflexion ie. une symétrie orthogonale par rapport à une droite ∆ : u “ s∆

Proposition 3.21.
OpPq “ t rotation d’angle θ P R, symétrie orthogonale s∆u
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4 Réduction des matrices orthogonales

4.1 Cas général

Théorème 4.1. Soit E un espace euclidien et u P OpEq

Si θ P R, Rθ “

˜

cos θ ´ sin θ

sin θ cos θ

¸

alors il existe une base orthonormée de E telle que

Mat
B

puq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Rθ1

. . .

Rθp

´1
. . .

´1
1

. . .

1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

avec θi ı 0rπs

Corollaire 4.2. Soit A P Opnq

Il existe P P Opnq telle que

P´1 AP “ PT AP “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Rθ1

. . .

Rθp

´1
. . .

´1
1

. . .

1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

avec θi ı 0rπs

Proposition 4.3. Les réflexion engendrent OpEq

4.2 Rotation en dimension 3

Théorème 4.4. Soit M P SOp3q

M est orthogonalement semblable à une matrice

Aθ “

¨

˚

˝

cos θ ´ sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

˛

‹

‚

avec θ P R

DP P Opnq P´1MP “ PT MP “ Aθ
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Définition 4.5. Soit E un espace euclidien de dim. 3
Soit k⃗ un vecteur unitaire, ∆ “ R⃗k, p “ k⃗K orienté par p⃗i, j⃗q base de P avec i⃗n⃗j, k⃗ directe orthonormée.
La rotation d’axe ∆ orienté par k⃗ et d’angle θ est l’endomorphisme r

θ ,⃗k tel que

Mat
p⃗i,⃗j,⃗kq

pr
θ ,⃗kq “ Aθ “

¨

˚

˝

cos θ ´ sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

˛

‹

‚

Théorème 4.6. Soit u P SOpEq, E euclidien orienté de dimension 3.
Il existe θ P R et k⃗ unitaire tel que

u “ r
θ ,⃗k

5 Exercices classiques

5.1 Projecteur p tel que ~p~ “ 1

Soit E un espace euclidien, p un projecteur. On suppose que @x P E, ∥ppxq∥ ď ∥x∥
Montrer que p est un projecteur orthogonal.

5.2 Décomposition QR

Soit A P GLnpRq

Montrer que il existe un unique couple pQ, Rq avec :
$

’

’

’

&

’

’

’

%

A “ QR

Q P Opnq

R est une matrice triangulaire à coefficients diagonaux ą 0

5.3 Décomposition de Cholevski - Inégalité d’Hadamard

1. Soit A P S``
n pRq

Montrer qu’il existe une unique B P MnpRq triangulaire supérieure à coefficients diagonaux ą 0 tel que
A “ BT B ( Cholevski )

2. Montrer que si A P S``
n pRq, A “ paijq1ďi,jďn alors

0 ď det A ď a11a22...ann ( Hadamard )

5.4 Matrices de Gram - Inégalité d’Hadamard

Soit E un espace préhilbertien, x1, ..., xn P E
La matrice de Gram de x1, ..., xn est A “ pxxi, xjyq1ďi,jďn “ Gpx1, ..., xnq P SnpRq

1. Monter que A P S`
n pRq et même px1, ..., xnq libre ùñ A P S``

n pRq

Soit F “ Vectpx1, ..., xnq, pe1, ..., erq une base orthonormée de F et P “ Mat
pe1,..., erq

px1, ..., xnq

2. Montrer que A “ Gpx1, ..., xnq “ PT P et en déduire que rg A “ rgpx1, ..., xnq

On suppose que px1, ..., xnq libre pr “ nq et pe1, ..., enq “ B0 est l’ON au sens de Gram-Schmidt de
px1, ..., xnq

3. Montrer que | detB0px1, ..., xnq| “
a

det Gpx1, ..., xnq

4. Montrer que detpGpx1, ..., xnqq ď ∥x1∥2...∥xn∥2 et préciser le cas d’égalité.

5. Soit M P MnpRq M “ pC1 | ... | Cnq

Montrer que | det M| ď ∥C1∥ ˆ ... ˆ ∥Cn∥ ( norme euclidienne canonique ) et le cas d’égalité quand M
est inversible.
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6. Soit x P E. Montrer que dpx, Fq2 “
det Gpx1,..., xn ,xq

det Gpx1,..., xnq

5.5 Racines de polynômes orthogonaux

Soit µ : ra, bs Ñ R˚
` avec a ă b. Sur RrXs on pose xP, Qy “

b
ş

a
PQµ

1. Monter qu’il existe une unique suite pPnqně0 de RrXs orthonormés telle que deg Pn “ n
Que dire de la suite pQnq avec deg Qn “ n et les Qn 2 à 2 K ?

2. Monter que les Pn sont scindés à racines simples toutes dans sa, br

3. Il existe panq, pbnq, pcnq trois suites réelles avec @n ě 0 : XPn`1 “ anPn`2 ` bnPn`1 ` cnPn
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